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Résumé

Ce travail est une extention du résultat du deuxiéme paragraphe dans [2] (et par suite celui de
[4]), ot on a démontré une représentation Chaotique pour le pont Brownien généralisé ; En fait nous
allons montrer ici un résultat simailaire pour le pont généralisé du drap Brownien & n paramétres .
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1 Introduction

Soit X (t) un drap brownien indexé par 'ensemble C,, := [0,1]™ et défini sur un espace probabilisé
(Q,F,P); Autrement dit, X(t),t € C, est une famille de gaussiennes centrées telles que, pour tout
t=(t1, - ,tn) et s=(81,"",8,) ECprona:

E(X(t)X(s)) = Ht A si

Pour u = (uy, -+, u,) € C, on définit :
R, = [0,u1] X [0,uz] -+ x [0,uy] et OR, := Ry — [0,u1) X [0,uz) -+ X [0, uy,) (1)

On désigne par C(R,) et C(OR,,) la classe des fonctions continues qui s’annulent sur les axes et défi-
nies respectivement sur R, et OR,. Le long de ce travail nous allons définir une classe de processus
{(X2%), y € C(OR,)} indexé par C,, telle que la loi de cette famille notée par {P5%, y € C(OR,)} est
faiblement continue (en y).

Etant donné un processus Y (t) indexé par C,, et ayant la loi P%% pour un certain y € C(OR,,) donnée,
on dira que c’est un pont du drap Brownien sur R,, et on montre que la classe des variables aléatoire

{/f(t)Y(dt) : feL2(Cn,d)\n)}

otl, A, est la mesure de Lebesgue, est bien définie.

Ce travail est constitué de deux paragraphes : le premier paragraphe contient quelques résultats sur les
processus gaussienns & n paramétres introduisant l'opérateur de Hardy généralisé, quand au deuxiéme,
c’est une extention du résultat de Gosselin et Wurzbacher [4] concernant la représentation Chaotique
du pont Brownien ; Plus précisement , on montre un résultat similaire pour le pont généralisé du drap
Brownien & n paramétres indexé par C,, n > 1.
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2 Pont Brownien généralisé et Opérateur de Hardy généralisé.

Dans cette section nous allons définir des opérateurs un peu plus généraux que ceux définis dans le
premier paragraphe de [2]. Pour cela, on consédére ’ensemble C,, = [0,1]" n > 1, et pour un certain

u= (ug, - -,u,) € Cyp,on prend R, et IR, comme dans (1) et A, la mesure de Lebesgue sur C,,. Nous
allons introduire les deux ensembles suivants :

L(n) = L’ (Cnv )‘n) (2)

L{em = {feL<" ng® d)\n—OVteaR} (3)

ot g € L*([0,1]) et vérifie en plus la condition :
/ ds<+oo Vi=1,---,n (%)
0 f Lg

Le produit scalaire et la norme seront notés respectivement (, ), et ||.|.
Pour la suite on considére les deux familles de gaussiennes centrées suivantes :

X, = X)), feL} W
xg, = {x0.0, ferf}.
telles que :
E(Xu(f)Xn(h) = (fiB)n fiheL™ 5)
E(XY ()X, (h) = (f,h)n f.heLi™,

Un processus X,, de ces deux familles sera appelé respectivement un processus gaussien isonormal dans
L™ (resp. L_g"’")).

Nous allons maintenant introduire les deux opérateurs suivants, qui sont, a titre de rappel, les mémes
que nous avons défini dans [2]. Pour f € L%(]0,1]), g € L?([0,1]) vérifiant (%) et u € [0, 1] on définit :

fg f(r)dr

Té")f(s) = f(s)— W (s<u)-

S0 f(s) — C0I0)
g f(S) f(S) g\s 0 fT 92(U)dv Tl (s<u)
fl(O u)ag)
R(“)f(s = f(s —(%gsls e
) )7 g0, B 4 0w
Notons C;f = {u€ C, ;u; >0 Vi=1,---,n}, et considérons les opérateurs suivants :
Pour tout u € C;f et f € L™
(u,n) uy) (u2) (un)
f= Tg 11) [T(g 22) ’ ( (g, n)f)} (6)
(u,n) uz) (un
sunf_sgl)[s(gz) (s )f)}
(ul) (UZ) (Un)
f R(g 1) |:R(g,2) o ( (g, n)f)]

ol T((;’;L)) est opérateur qui agit sur f comme étant fonction uniquement de la niéme variable en
regardant tous les autres fixes. Un premier résultat qui explique la relation entre les trois objets dans

(6) se résume dans la proposition suivante :
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Proposition 1 Pour n > 1 fizé, soit u = (uy, -, u,) € C;F et soit Tg(u’”), Séu’n) et Rgu’") comme
dans (6). Alors on a :

i) L’opérateur Réu’n)
lUopérateur identité.
ii) L'opérateur Ts™™ (resp SS™™ ) est un isomorphisme de LY™™ (resp L™ ) dans L™ (resp L{™™)
ii) Pour tout f € L™ on a :

u,n)

est une application de L™ dans Lg (u,n)

et sa restriction a Ly coincide avec

Téu,n) (Rgu,n)f) _ Téu,n)f et Séu,n) (Téu,n)f) — Rgu,n)f (7)

Peuve :

pour montrer (i) il suffit de le faire pour n = 2, sachant que pour n = 1 ce n’est que le lemme 1.2.1 dans
Jeulin et Chaleyat Maurel [6].

En effet, soit u = (u1,u2) € [0,1)% et f € L alors on a :

o f(r,t)g(r)dr

R(u72)f(37t) = f(57t)_ (3)15 u (8)
9 191 (0.0 12 (o)
U2 U1 U2
2 f(s,m)g(r)dr 2 f (i 0) g (r) g (v)drdu
- g(t)l u + g(s)g(t)ls u 1 u
19 (0.0 |12 (f<w2) 19% (0,0 13192 0u0) |13 (o) (t<ue)

donc pour tout a € [0,1] on a :

/ ’ / " R f(s,t)g(s)g(t)dsdt
0 0

/" /U1 f(s,t)g(s)g(t)dsdt — /a ) Mg?( )g(t)dsdt
0 0 0 0

1920, 113

w [ (s, glr)dr
_/0 0 Jo Tt o(8)g (1) dsdt
,uz) 112

we [ L f(r0)g(r)g(v)drdu
+ / fo 0 5 5 g* (s)g2 (t)dsdt
o Jo 191(0,u) 131191 (0,u1) I3

= 0.

Pour le point (ii) et (iii) ils se font par récurrence sur n aprés avoir remarqué que :

() (i) [p(uz) o) ] ) [p(uns) ()

I3 (f) =Ty [Tw 2 Tigmf )} = =T {T(q,n 2 (TS )}
(u,n) _ our) | glu2) | (u,, (un) | @(un—1) (Ul)

Sy () =81 [Sw,z) (S gn)f)} = S(gm) [Sw’nfl) (5, 1>f)] O

Comme conséquence immédiate de cette proposition nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 2 Pour tout n > 1 et pour tout u € C;I on a :
1- :
X X (S0 f), fe L L EXg (S ), f e LY

2- Les deux familles
{Xn(Séu’")f), fe L(”)} et {Xn(g®n13t), te aRu}
sont indépendantes.

3- .
X’Z’u léz {Xn(T;u7TL)f>7 f e L!(Ju,n)}
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Preuve :

1- Soit f,h € L™ on a :
E (X, (S5 )X (S{h) ) = (S5 £,58h) = (f:h)n
E (X2, (S0 )X (580h)) = (S £.S8h) = (£h).
2- Soit f € L™ et t € IR, alors on a :

E (X0 (S5 ) Xa(9® 1r)) = (S5 £.6%" 1) =0

ot la derniére égalité est die au fait que Sf,u’") f appartient a L(gu’")
3- il se fait de la méme fagon que le point 1 en utilisant la proposition 1 (ii) . O

Exemples :
A-n =wu = 1; soit B; un mouvement brownien standard sur [0,1] Alors d’apés le corollaire 2 nous
avons que :

Byt = B(S{M14)
1 SAt r
= - / 9(s) / #st
0 f g%(r)dr
r)dB,
= B, — / s L s
r)dr

ot la derniére ligne est une consequence du théoréme de Fubini, est un mouvement brownien sur [0, 1]
qui est indépendant de o fo r)dB;).

B-n=2u=(1,1), Soit B(s, t) un drap brownien sur [0, 1]2, Alors grace toujours au corollaire 2,

on a:

B(gvl)(s,t) = B(S ’ 103]><[0t])

= / f 2 dr/ / dBuvdr—/ f 2 dr/ot/rlg(u)dB(u,v)dr
//f 7 dsz dz// v)dB(u, v)dadb.

est un drap brownien sur [0, 1]%.

Notons qu’une décomposition non canonique de ce processus a été faite par Ouknine et Erraoui [3].
Dans ce qui suit nous allons définir le pont généralisé du drap brownien a n paramétre. Pour cela soit
n>1let T € B(C,).

On désigne par C(T") la classe des fonctions déteministes continues & valeurs réelles qui s’annulent sur
les axes.

Nous avons aussi besoin de la notation suivante pour la suite :

pour t = (ty,---,t,) et s = (s1,--+,5,) de Cyn, et I C {1,---,n}, on désigne par t’s : I'édlément de C,,
s; siiel

ti sit ¢ 1

constitué a la fois des t; et s; tels que; (tfs); =

Définition :
Soit u = (uy,---,un) € CT et y € C(ORy).
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Le pont généralisé du drap brownien indexé par C,, et de point final y sur OR,, est le processus :

ti /\ul
dr
Xﬂjﬁ(t) = Xn(R(u’n)lRt) - Z \1\ tI H f” 2 , VEECy
IC{T e } gl [0,u4]

ou |I| est le cardinal de I.
La loi induite par le processus X' sera notée P75 %,.

Remarques :
¢ On veut dire par le point final de X% qu’il doit satisfaire I’égalité suivante :

/ 9%" (s)dX2Y(s) = y(t) ¥Vt € OR,.
Ry
o pour tout A € B(C,,), 'application y —— P%¥ (A) de C(OR,) dans [0, 1] est mesurable.

Exemples :
A-n =wu =1, soit By un mouvement brownien standard sur [0, 1] et y réel, Alors le processus :

B = BRQVL,,) + DA

Jy *

Jo 9(r)dr o 9(ryar
= B, — T r)dB, +
fo g2(r)d7‘/0 9(r) fo

est un pont généralisé sur [0, 1] de point final y (voir & ce sujet Alili [1] page 29).
B-n =2 et u= (a,b) soit B(t,s) un drap brownien sur [0, 1]? alors le processus

Xy = B (sz“’b)l[o,s]x[o,ﬂ)
= S — M ’ u u — M ‘ v S.v
B“”]ﬁwmlg”w““Jguwlg”w“)
Jo 9(r)dr [y g(r)d
+ v)dB(u,v
foa g2(r)dr fobg2 / / )

est un pont généralisé du drap brownien de point final 0.

Remarque

la fonction Réa’b)l[ojs]x[()’t] dans ’exemple précédent vérifie :

b a
ds p.s / R;“’b)l[ojs]x[()’t] (s,v)g(v)dv=0, et dtp.s / Ré“’b)1[07s]x[07t] (u, t)g(u)du =0
0 0

et ceci grace au fait que
Rga’b)l[o,s]x[o,tﬂ&U) = Réa)l[o,s] (U>Rgb)1[o,t] (v) et/ Réu)l[o,s] (r)g(r)dr =0
0

nous allons maintenant donner deux résultats concernant le processus X0 :
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Proposition 3 Soit u € C;I pour n fizé on a :
1- les deux familles

{Xn(ngf), fe L(”)} et {Xn(g@’ant), t e 8Ru}

sont indépendantes et on a de plus

U{Xn (f - Rg“m)f) L fe L(”)} c O'{Xn(g®n13t), te aRu}

2- Uapplication y — P&Y  y € C(OR,) est faiblement continue.

Preuve
1- Soit f € L™ et t € R, alors on a

E (Xn(Réu’")f)Xn(gQ@"lRt)) _ (R!(Ju,n)f7 g®” 1Rt) -0
ou la derniére égalité est die au fait que R f appartient & Lg“’").

Pour la deuxiéme partie de (1) il suffit de remarquer que f — Ré u.n) f s’écrit comme somme de fonctions
de la forme

\I/(Z'l,"',xn) = ()O(le,"'7xn) H g(xl)l[o,ul](xl)
1eIC{1,--,n}

b
2- il s’agit de montrer que si yn unif y quand N — oo alors P§ 4~ faib PgY,.

En effet, il suffit de remarquer que

3 () () H

Ic{1,--,n} icl

t i ANU; ( )d?"
”g OU1]||2

t/\u7 ( )d?‘
”g [0, Mz]||2

S e [ A0

Ic{1,--,n} iel

uniformément quand N — oo [
L’exemple B et la remarque précédente nous poussent & se demander quel est le lien entre ’espace
gaussien du processus Xn o qu’on va noter HY et le sous espace de ’espace gaussien de X,, défini par :

G, :={G v.a, GeH(X,) telle que

Glo (/ @ (V)dXn(s,v) VI C {1,---,n}Vt € R, etVsERtIC>}
R}

avec R = H[O,ti].
ieJ
la réponse est donnée dans la proposition suivante :
Proposition 4 Soit u = (uy,---,u,) € Cyp, fizé,
1- une variable G appartient a G,, si et seulement si :

G= [ f(r)X,(dr)
Ry
ot f € L?*(Ry,d)\,) et vérifie en outre
VIC (L, n}Vt e dRy dNue((s) p.s / F(5,v)9%" (v)dA (v) = 0 )
R{
2.
6
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Preuve :
1- G € G, si et seulement si elle est de la forme

[ (r) X (dr)
-

+

avec f € L?(R%) et de plus :

VIC{l,---,n}VteaR, 73, v)g®" (V)dAn(s,v) = 0
RI°xR!
ce qui entraine (9).
2- il est clair que HY C G, puisque X (t) = X, (R™™15,) et la fonction RY™™ 15, vérifie la condition

(9).

pour autre inclusion, si G € G,, alors

G:/R f(r)Xn(dr):/ RM™™ f(r) X, (dr) /f (r)X2%(dr) O

u,n)

ceci car f vérifie (9), donc appartient & Lg et on conclure par la proposition 3 (i).

3 Représentation Chaotique et pont généralisé du drap brow-
nien

3.1 Polynémes d’Hermite et intégrales multiples

Considérons, pour n > 1 et u € CF, un processus gaussien isonormal X,, dans L(™) et une famille

ngﬂ telle que
{xa8(), re L} = {Xaimp), e L™}

c-a-d {Xn u(f), fe L(”)} est 'espace gaussien engendré par le processus Xn(Téu’n)lRt) ,
teC,, ayant la loi du pont généralisé de drap brownien de point final 0 sur OR,,.
Notre but dans ce paragraphe est d’établir une représentation Chaotique pour le processus ngl. Pour

cela on considére les polynoémes d’Hermite Hy, définis par

—1)F 22\ d* x?
Hy(x) = ( k') exp (2> e (—2) k>1.

nous comencons d’abord par le résultat suivant :

Proposition 5 Soit HY Uensemble des fonctions de carrée intégrables du processus X9 et Hj k >0
la fermeture dans L? de l’espace vectoriel engendré par la classe :

{H(XE000), 1 e L, flln =1}

avec H = R ; Alors

H =PH
k
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la preuve est immeédiate (voir [7] théoréme 1.1.1).
Maintenant, soit H 1’ensemble des fonctions de carrée intégrables du processus X, et Hy & > 0 la
fermeture dans L? de I’espace vectoriel engendré par la classe :

{B(Xnu(F), £ €L, |fn =1}

avec Ho = R, et puisque XJ3(f) = X (TS £) ot TM™ est un isomorphisme de LY™™ dans L™,
alors on a :

H = H,
H = H

Or, on sait d’aprés Nualart [7], et puisque X, est un processus isonoraml dans L™ que H;, coincide
avec la classe des intégrales multiples de la forme

X (f) :/C FED X, L (d D) - X, (dER)
nk

avec t() = (t—1)nt1-">tin) © = 1---,k, et la fonction f appartient a L") et elle est symétrique
dans le sens suivant : pour tout (t1,---,t,x) € Cni et pour tout t) i =1--- kon a:

FEW g0y = ) L gDy (10)
pour toute permutation 7 de l’ensemble {1,---,k}. on veut montrer un résultat similaire pour le pro-

g,0
cessus X',

Considérons la notation suivante : pour tout n,k > 1 et tout t = (t,---,t,) € C, on note par t* le
vecteur symétrique

tlv"'7tn;t17"'atn;"';tlv”';tn ecnk
k fois

Alors on a le lemme suivant :

Lemme 6 pour tout entier k > 0, la famille des fonctions définies sur Cyy par :
flty-tar) = fl(t(l)) . ..fk(t(k)) (11)
avec t() = (tli—1yng1 - stin) @ =1---,k, et les f; sont toutes dans Lgu’n) et vérifient

(fisfi)n =0, Yi#j

définissent un ensemble total de Lg“k’nk).

Preuve :

Il est evident que les fonctions de la forme (11) appartiennent a Léuk’"k). Soit h € Lg“k’"k) telle que
(hy fluk =0

pour tout f de la forme (11), on doit montrer que h = 0.

on a:

(fo B)mre = (T0578) T 0y = 0

Afrika Statistika 22



Youssef Ouknine & Youssef Elhssaini, Afrika Statistika, Vol.1, n°1, 2005, pp.15-26
Opérateur de Hardy et Espaces Gaussiens

or T(u ,nk)f T(u ”)f‘ (u, n)f et
( gu,n)fi’ T;u,n)fj)n =0, Vi 7é]

De plus, tout élément de L") de la forme
Ity tor) = ll(t(l)) . ~lk(t(k)) (12)
oul; € LM; telles que (li,l-) =0,Vi#j
peut étre écrit sous la forme [ = Téuk’"k)f T(ll n)f fk ou f et les f; sont comme dans (11),

ceci est da au fait que la classe des fonctions de la forme (12) est total dans L™ (voir [7]). Ce qui
entraine que

Tg(uk,nk)h =0
et par suite h = 0. O

Pour la suite pour tout k, on va noter la classe des fonctions de la forme (11) par €, et pose pour tout
feek

/ FEm, .. ,t(k))Xg;ﬂ(dt(l)) e Xﬁ;ﬂ(dt(’“)).
nk
Le symétrisé de f dans C,,; est donné par

Fe, . () (@) .. g(w (k)
f(t A1) = = Z f(t )
TES
ou 7 parcourt 'ensemble des permutations sur {1,---, k} noté Sy.

Si feeketgee alorsona:

(X" (" (9)

E <I]§( (nguk,nk)f) IX’”'/ (Tg(uk/vnk/)g))

e~

— (T(“ k) gt ’”’“’)g) Sk
= k! ( uk nk)f T o g)% 5k,k’

= k! (f»!])nlC O,k

~ k
avec 0 est le symbol de Kronecker, notons que la derniére égalité est die au fait que f,g € L_E,“ k)

puisque f,g € k.
par conséquent on peut étendre le domaine de I,fg’o a L mk) on définissant I,;Xg'o (f) pour les éléments

k
de f € Léu M) comme limite dans L2 de la suite IXQ’0 (fn), ou fy appartient & ’espace vectoriel

engendré par ¥ pour tout N, et fy converge, quand N tend vers I'infini, vers f dans L(u k)

On a en outre les égalités suivantes :

,0 k k
() = REE@P g, vferft
() = X"°<S<“ mR ) yf e L)
70 uk n
) = . vpernyty
g,0 g,0 ~ & . " . ,
E(sz NIy (9) = & (ﬁg) Shars Ve LI g e [t nk)
9

Afrika Statistika 23



Youssef Ouknine & Youssef Elhssaini, Afrika Statistika, Vol.1, n°1, 2005, pp.15-26
Opérateur de Hardy et Espaces Gaussiens

Ceci va nous permettre d’énoncer le résultat suivant :

Proposition 7 Soit F' un élément de H = HY les conditions suivantes sont équivalentes :
1- F appartient a H = HY.
2- il existe une fonction f € LK) | symétrique au sens de (10) telle que :

F=I(f)

(u*,nk)
g

3- il existe une fonction g € L , symétrique au sens de (10) telle que :

X90
F=1I7 (9)
de plus f et g sont liées par la relation suivante :
k
f — Téu 7n}’c)g
g= S‘guk,nk)f
Comme conséquence immédiate de ce corollaire on a la représentation Chotique du processus X2,
Corollaire 8 Pour tout F' € H(= HY), il existe deuz suites de fonctions (fy, N >1) et (gn, N > 1)

N
dans L") et L_éu i) respectivement, symétriques au sens de (10) telles que :

F o= E(F)+ Y IN"(9n)
N>1

E(F)+ Y IN(fw)

N>1

De plus fn et gy sont liées par la relation suivante :

k

fn =T gy
k

gn = S £y

Pour tout N > 1.

3.2 Formule de Stroock

Dans ce paragraphe nous allons donner une formule explicite pour les gy qui figurent dans le
corollaire 8§ .
Pour cela, on considére S(X,,) la classe des fonctions réguliéres de X, ie : les fonctionnelles de X,, de
la forme

avec h; e L") i=1,--- . met f € Cp°(R™) : Pensemble des fonctions bornées, indéfiniment différen-
tiables et & dérivées de tout ordre bornées.

De méme, et puisque XJ9(f) = X,%;?I(R,gu’”)f) = X, (T{™™ f), on peut définir la classe des fonctions
régulieres de X2%, ie : les fonctionnelles de Xﬁig de la forme

G(X20) =g (X4%(z1), -, X2 (2m))

avec z; € L{™™ et g € C°(R™).
Rappelons que pour F € §(X,,), la dérivée de Malliavin de F est donnée par :

DeF(Xn) =) aif(Xn(hlx s X (h))hi(t), teCy
i=1 "

10
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De méme, pour F € S(X9%) on a :

F(X2%) Z FXT0(z1), X0 (2m))2i(), tE€Cy

n,u

il est clair que

DF(X,) = TM"™DF(X%?9) (13)
,0 _ u,n
DF(X2%) = S™™DF(X,)
Maintenant, soit & > 1 et t = (t1,---,tux) € Cnp et t() = (t—)yn+1s" "> tin) ©=1---,k, on peut alors

définir la kiéme dérivée de Malliavin de tout F € S(X20) par

n,a
DFF(X99) = DF F(X9%) = Dyy Dy - - - Dyowy F(X90)
t n,u t1, o tnk n,u t(1) g (2) t(®) n,u

Notons que D*F(X,) et D*F(XZ9) sont symétriques au sens de (10) et sont lices par la relation
suivante :

D'F(X,) = T{ "W DkR(x99) (14)
DFF(XER) = S{ Y DRR(X,)

Nous allons maintenant introduire la norme suivante dans S

k 2
E(F?) + ) E (ID'F(X >||m)] (15)
k
E(F?)+ > E(

1 Fll ey =

1
2

E ||DiF(XZ:g)|ii)]

La fermeture de S par rapport & cette norme sera notée par D* et on a pour tout F € DF

DFF(X,) = T ) prp(x99)
D*F(X$9) = SR pER(X,)

Cela nous donne le résultat principal de ce paragraphe (Formule de Stroock)

Proposition 9 Soit F € ﬂ DV et soient (fn, N>1) et (gn, N2>1) oa fx € L(nN)

N>1
et gn € L(guN’nN) pour tout N > 1, deuzx suites symétriques au sens de (10). Alors on a
1
fN(h,"’,tnN) = ﬁE (Dg\ll,m,tnNF(Xn)) (16)
1
gn(t1, s tan) = mE (D) oty FXE0)

La preuve est une simple conséquence des calculs précédents [J
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