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Etude de 'estimateur de la distance minimale
pour des modeéles de rupture des processus de
Poisson : cas avec simulations
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Résumé. Ce travail est consacré aux problémes d’estimation pour diffé-
rents modéles de processus de Poisson non homogénes. Nous supposons que
la fonction d’intensité du processus de Poisson est discontinue par rapport
aux paramétres inconnus. On montre que l'estimateur de la distance minimale
est consistant et asymptotiquement normal. Des simulations sont faites pour
chaque modéle.
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Abstract. We consider several problems of parameter estimation by ob-
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tinuous intensity functions. It is shown that the minimum distance estimators
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1 Introduction

Les problémes d’estimation paramétrique d’intensité pour des processus de
Poisson ont été étudiés trés largement par Kutoyants [16] et [18]. Les proces-
sus de Poisson sont bien adaptés pour modéliser des phénoménes aléatoires de
répartitions des points et permettent de décrire leurs propriétés a l’aide de la
théorie des probabilités pour deux raisons principales.

D’abord ce sont les seuls processus ponctuels qui peuvent étre représentés par
leur mesure d’intensité. Cette propriété en fait les uns des processus les plus
simples a utiliser dans la pratique.

Ensuite le choix de l'intensité permet de modéliser de nombreux comporte-
ments physiques correspondant & des situations réelles.

Aussi le choix d’un modéle est extrémement important car il porte en lui
les lois qui gérent les points.

Pour la théorie générale de l'estimation asymptotique des processus de
Poisson non homogénes on peut se référer a Daley et Vere-Jones [11], Cox et
Lewis |7] et Kutoyants [16] et [18] et leurs références. On rappelle que pour des
problémes réguliers 'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) O,
Pestimateur Bayésien (EB) U, et Pestimateur de la distance minimale (EDM)
U7 sont consistants, asymptotiquement normaux et asymptotiquement effi-
caces. Dans le cas ou la fonction d’intensité est discontinue, les propriétés du
EMV et EB sont différentes. En effet, seul I'estimateur Bayésien est asymp-
totiquement efficace, voir [14] et [16]. Pour les propriétés asymptotiques de
I'EDM, voir [1], [20] et [22].

Dans les cas réguliers des problémes d’estimation paramétrique pour un
processus de Poisson (avec une fonction d’intensité dérivable) les propriétés
des estimateurs du maximum de vraisemblance sont bien connues (voir Le-
wis [19], Daley et Vere-Jones [11], Karr [15] et Kutoyants [18]). Il a été démon-
tré que ces estimateurs sont consistants et asymptotiquement normaux. Par
contre, si la fonction d’intensité posséde des sauts, alors la situation change.
Il n’y a plus de normalité asymptotique (comme dans les modéles i.i.d avec
densité discontinue, voir par exemple Huber [13| ou Ibragimov et Khasmins-
kii [14]) et la vitesse de convergence est meilleure que dans les cas réguliers (voir
Kutoyants [18, Chapitre 5]). Les propriétés des estimateurs des parameétres de
fonction d’intensité discontinue furent étudiées par de nombreux auteurs. Pour
le modéle de fonction d’intensité S(60,t) = 0y g(6a2t) + A\, 0 <t < T, avec g(-)
discontinue, les propriétés de 'estimateur du maximum de vraisemblance 0,0
et de Bayes 6,, sont décrites dans Dabye [9]. En particulier, il a été démontré
que le vecteur (v/n(0y, — 0;),n(fa,, — 65)) converge faiblement vers le vecteur
(&,¢) on & est une variable gaussienne indépendante de ¢ et ¢ a une distribu-
tion non-gaussienne. Farinetto [12] a étudié le cas ou l'intensité du processus

Afrika Statistika www.jafristat.net 106



Etude de I’Estimateur de la Distance Minimale pour des Modeles ISSN 0825-0305
de Rupture des Processus de Poisson : Cas avec Simulations
Demba. B. Ba, Ali S. Dabye, Aboubakar Diakhaby, Gane S. Lo, pp.105-124

est discontinue le long des courbes paramétrées et meéne ainsi une étude statis-
tique de structures spatiales en télécommunications. Pour une large utilisation
des techniques dans ce domaine, on peut se référer au célébre ouvrage de Ku-
toyants [18].

Dans ce travail, la seule méthode d’estimation utilisée est la méthode de
la distance minimale. Nous décrivons pour différents modéles, les propriétés
asymptotiques de cet estimateur. Pour le cas des processus de Poisson avec
une fonction d’intensité continue, voir Aubry [1|. Parr [23] produit une biblio-
graphie intéressante sur 'EDM.

2 Modéles

Nous étudions les propriétés de l'estimateur de la distance minimale pour
des modéles issus des problémes de ’estimation paramétrique des processus de
Poisson. Les différents résultats présentés ont été établis grace aux méthodes
de Kutoyants [18]. Les estimateurs ont été calculés sur des réalisations de
processus de Poisson obtenues par simulation. Pour chaque modéle une pose du
probléme, des définitions formelles et des hypothéses nécessaires sont avancées.
Ensuite sont donnés les résultats des simulations.

2.1 Pose du probléme

On observe un échantillon de n trajectoires X" = (Xi,...,X,), X; =
{X; (t),0 <t < T} duprocessus de Poisson non homogene de l'intensité S (Jy, t)
et on considére le probléme d’estimation paramétrique dans le cas

S(Wo,t) =Y gwot+ o) + A, 0<t<T, Jo=(y0,w0,%) €O (1)

avec
O = (a1,61) X (a2,02) x (3,03), a1 >0, ag > 0, g > 0

et les constantes (31, (2 et O3 sont finies. La fonction g(-) et la constante A sont
positives et connues. Rappelons que

t
By X; (1) = A (o, 1) = / S (9, 5) ds.
0
Introduisons les conditions suivantes

C:1 ) La fonction g (y), y € (as, 5T + (3) est continiment différentiable
sur [az, 7) U (7%, BT + (B3] et admet un saut au point 7™ € (fs,00T + a3)
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avec g(75)—g(m*) =1 > 0et g(75) g(7*) # 0. Le modéle est identifiable :
pour tout § > 0

inf /T A (0, 8) — A (Jo, )] dt > 0,

[9—dol>6 Jg

Cy ) La fonction g (y), y € (ag, 52T + (3) est continiment différentiable
sur [az, 7) U (11, 75) U (75, B2 T + B3] et admet deux sauts aux points
75, 7o € (B3, T + a3) avec 171 < 15 et g(174) — g(7—) = r; # 0, i=1,2.

Modéle M; Lorsque 0 = (y,w,O), nous avons le modéle bien connu
S0,t) =vg(wt) + A, 0 <t < T, étudié dans Aubry et Dabye |2].

Modéle M, Lorsque 6 = ( w, ) nous avons l'autre modéle bien connu
S0,t) =glwt+1Y)+ A 0<t<T étudié dans BA, DABYE et DIOP [6]
avec cas particulier A = 0.

L’estimateur étudié dans ce travail est 'estimateur de la distance minimale
Y7 définie par I'équation

/OT(% gxi(t) - A(ﬂz,t))gdt = /OT (% gxi(t) — A9, t))th.

Si nous désignons par L?([0,T7], dt) 'espace de Hilbert muni de la norme

o= ([ dt)% | o)

alors, nous pouvons définir I'estimateur de la distance minimale (EDM) 97
comme une solution de 1’équation

1 n
SN X () = AW, )| = int
n; i) (?%)H inf

Par la suite, nous écrirons

Uy = f
—oe ol |

n
n | H .

Nous établissons que sous certaines hypothéses 'EDM est consistant et
asymptotiquement normal.
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2.2 Consistance

Le théoréme suivant assure la consistance de 'EDM dans les deux cas.

Théoréme 2.1. Si ['une des conditions Cy et Cq est satisfaites, alors l’esti-
mateur de la distance minimale 0} est consistant, c’est a dire pour tout 6 > 0
on a :

Py {167 — o] > 6} —— 0.

n—-+4o0o

Dans le premier cas, la preuve est similaire a la preuve donnée dans [18|.
Pour démontrer ce théoréme dans le deuxiéme cas, nous vérifions d’abord la
condition d’identifiabilité

$(0,00) = inf [JA(D,-) = A(do, )| > 0.

[9—30|>0

Celle-ci résulte d’'une modification du lemme [4, lemme 4.2]. De plus nous
avons ¥ (v) > kv, ou k > 0 (voir Lemme 4.2 [4]). Ensuite, nous établissons
(voir détails in [4])

P {167 — fo| > 8} <
ng) / (\/—Z A(6o, ))) dt > /n1(3,9o)

Finalement, en appliquant I'inégalité de Chebychev nous obtenons

Py {16; — 60| > 0} < Ly A1)
n ((5,90))°  nobes

2.3 Normalité Asymptotique

Dans cette section, nous allons prouver la convergence faible de ’estimateur
de la distance minimale 6} vers la loi normale. Dans le cas d'un seul saut nous
avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2. Si la condition C; est satisfaite, alors I’estimateur de la
distance minimale ¥}, est asymptotiquement normal, c’est-a-dire

Vi (0, = 0o) = N(0, K(v))

ot KC(¥y) est la matrice de covariance limite.
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La preuve de ce théoréme est basée sur les preuves des résultats similaires
présentés dans 2] et [18] ou la matrice IC(y) est ainsi définie.

Dans le cas ol le modéle présente deux sauts la preuve est différente et nous
donnons les détails. Nous définissons la fonction G(vy,t) pour tout ¢ € [0, 7]
comme suit :

G(ﬁo,t):/o g(ws+1)ds. (5)

Soit les matrices carrées symétriques d’ordre 3 définies par :

Ai1(Yg) Ara(Po) Ais(o)
A(Wo) = | A21(¥0) Ag2(dy) Azz(vo)
As1(Vg) Aszp(Po) Assz(vo)

) Cials) Cralth) Cra(ih)
Co) = | Con(W) Conldo) Cos(v)
Cya (W) Caalto) Cslio)
Aa(0y) = /OTG(ﬁO,t)th
Aoa(Uy) = /OT (tg(wt—i—z/J) - %G(ﬁo,z)f dt
A 9(Yy) = /OTG(ﬁO,t) {tg(wt—i—zb)—u—le(l?o,t)} dt
Avalto) = /OTGwo,)[(wHw g(w)] dt
tusti) = [ (t9ot+9) - 26000 oo+ 0) - ]
Aosttn) = [ ot u) - o)
et
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Cir (B0) = /OT (/tTG(ﬁg,s) ds) S (Yo, 1) dt
Con (D) — /OT (/tT (sg(werz/J) _ iG(ﬁ,s)) ds)2 S (Yo, 1) dt
G

Cia(B0) — /OT /tT (Yo, 5) ds/tT(rg(ww)—éc:(ﬁo,r))dr] «

xS (9o, 1) dt
Cus (o) = / G (9, 5) ds / (glwr +6) — g(1)) dr]swo,w dt

LJ ¢

Cos (D) — /OT tT (sg(ws—i-w) _ 5G(ﬁ0,5)> ds x

< [ lateor+6) = g() dr S (90.t) d

Cys (90) = / ( /tT<g<ws+¢>—g<w>> ) S (00.t) a

Cs3 ) Le déterminant de la matrice A(J) est non nul

Le théoreme suivant assure la normalité asymptotique de 'EDM.

Théoréme 2.3. Si les conditions Cy et Cg sont satisfaites, alors I’estima-
teur de la distance minimale vV} est asymptotiquement normal, c’est-a-dire

Vi (0, = 0o) = N (0, S(0p))

ot 3(U) est la matrice de covariance limite définie dans (8).

Preuve : Introduisons la fonction H,(Jy) définie par

2
H,( / [ ZX A(o, )] dt,
nous avons
Eyg, X, (t) = A(dy, 1) /5190,

Par la loi des grands nombres
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On peut écrire
2

H,(t,9) = l]\n(t)—w /t glws+)dt+ X\t

Notons : 0% = (¥, wr,¢r) . La fonction H, (1) est dérivable par rapport a -,
w et . Ainsi, 'EDM 6 minimise la fonction H, () et est consistant. Cet
estimateur est une solution du systéme suivant :

P

a_WHn(ﬁ)‘ﬁ:ﬂg =0
%Hn(ﬁ)b:ﬁ; =0,
SH,0)| =0,

nous avons
FA0) =[] gws+vy)dt
DN(L9) = ;[tg(wﬁlﬁ)—afcfg(“”w)ds}
%A(t,ﬁ) — %[g(wt—i-i/f)_g(w)}

Le calcul de la dérivée de la fonction H,(¢) par rapport a la variable v donne :

2
dt

%Hn(ﬁ) _ 8%/0 [%ng(t)—A(t,ﬂ)
DR

Z i(1) = A0, 1)

dt

dt.

e

Le calcul de la dérivée de la fonction Hn(ﬁ) par rapport a la variable w
donne :

0

a_w]—]n(ﬁ) - = [ ZX tﬁo)] dt
= /OT—zi ZX 9,t)

_ /OT—% [tg(wt—i-iﬁ)—é/ot glws + ) ds}

X [% zn: X,(t) = A, 1)

dt

dt.
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Le calcul de la dérivée de la fonction H, (1)) par rapport a la variable v
donne :

0

oo Hn(0) = a¢/ [ —A(t,9)
- /0 _Qi [ ZX 9, )
— /T_ﬂ[(cumw ) —g(¥ [ ZX )] dt.

Alors le systéme devient

2

dt

dt

Jo (fot 9(w28+¢;§)d8) (%ZXJ@ - A(@H)) dt =0
Iy (t nt+n) — %f(f g(wr s +r) ds) (%ij(t) — A(@;,t)) dt = 0
Iy (glwpt + 7)) — g(42)) (1ZXj(t) = A(@Z,t)) dt = 0.

Posons :

G(0,t) = /Og(ws—l—w)ds

H0,t) = tg(thrw)—éG(q?,t)
LW,t) = [glwt+1)—g(t)]

Le systéme ci-dessus devient :

1 n

N XL () — A6 =
0 <n2 (1) <en,t>> dt = 0
9 (12Xj(t)—A(9;,t)> dt = 0

n

j=1

IR .

t) (E;Xj(t)—A(en,t)) d = 0

p

A\
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Insérons A (g, t), le systéme s’écrit :

.

< ZX A (Yo, )+A(190,t)—A(9;,t)> dt =0

( ZX A (Do, ) + A (Do, t) — A(@;,t)) dt =0

( ZX A (09, ) + A (09, t) — A(@;;,t)) dt =0

\

Introduisons le processus W, () défini par
1 n
Wa(t) = —= > (X;(t) — A(0o, 1))

On arrive a :

fo Wn<t> Vi (M@, 1) — A (9o, 1)) dt = 0
fo ) (Wa(t) — v/ (A0 8)) — A (0o,1)) dt = 0
Jo L Wn<t> Vi (A5, 1) = A (90, 1)) dt = 0
Le systéme devient :
Jol Wa(t)G ( ffo A(e* t) — A (0o, 1)) dt
Jo Wa(t)H ( ff% ) (AO%, ) — A (W, 1))dt — (6)
Jo Walt)L (0 =vaf, L A<e* t) — A (9o, 1)) dt
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Notons A,, = (A,EZ))i7j:17273, Zf(bl), 72 et 78 comme suit

T
Z0 = / W, (6)G (65, 1) dt
0
T
ASIES / Wi (t)H (0%, t) dt
0
T
79 = / W, (t)L (07, 1) dt
0
T
AR = [ G
0
T
ARG = / G5, H (62, 1) di
0
T
AG) = / G(0:,1) L(021) dt
0
T
Ao = [ HE
0
T
AN = / H(0530) L(6:,1) dt
0
/H
Al = [ L@ ar
0
Nous obtenons :
2 = AL+ AT+ AL,
7P = Al + AV, + AT,
72 = At + AYs, + AT,

n n n * 1
AT A AT (o, Z
A A A | W | = | 2
A At N )\

A1,1 A1,2 A1,3
A= A7) ALY AT | = A(W) +o(1).
Ay ALY AYY
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T
Introduisons le vecteur Z,, = (27(11)7 fo), ZT(L?’)) . Nous obtenons :

N

W = Ay (Vo) i, + Ara (Vo) us,, + Ars (Vo) w3, +0(1)

2P = Asy (o) Ui, + Az (90) U3, + Az (90) U, +0(1)
ASEES Az (Do) uiy, + Asa (Vo) ug, + Ass (Do) g, +o0(1)

ou encore sous forme matricielle
A (W) wy =7Z,+o0(1)

Cette matrice carrée d’ordre 3 est de déterminant non nul d’aprés la condi-
tion Cs. Ce qui entraine que A () est inversible.
Par la suite, on peut poser

B (1) = A ()"
et donc
uy, =B (¥)Z, +0(1).
Nous avons
nEy, (0% —09) (95 —99)" =B (06) Eg, ZnZIB (9)" + 0 (1).

Explicitons alors les termes de la matrice de covariance C (¥y) = Eg,Z,ZT .
Nous avons :

AS

1 — [T
= =30 [ (X)) = Ao, 1) GO 1)
1 0
vn e
De méme, nous avons
T
ZTEL?) = Wi (t) (t glwrt+r) — i*G (0%, t)) dt
0 wy
- Li/TOf (t) ~ B, )) (tglurt +02) — G (0:.1) ) dt
= \/ﬁ 1 ] n 0, g (.Un n w; n
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79 = / Walt) (g(wht + 05) — g(u)) dt
_ fz / Abo,1)) (9wt + %) — guy) dt

_ 3)
— % ; &,
Ce qui entraine
Ey, 6\ = C1; (00) li=1,2,3. (7)
Nous permet d’écrire que :
Aul85) —— Ald).
. T

ZW —— [ W,(t)G (9, t)dt

n—oo 0

z0 — TWn(t) (tg(wt+1/)) - éG (ﬁo,t)) dt

n—oo 0

ZO —— [ Wa(t) (glwt+ ) — g(v)) dt.

n—o0 0

Notons que les termes de la matrice C (6y) peuvent étre écrits différemment.
Soit W () est un processus de Wiener. Définissons trois intégrales stochas-

e / (/ G (U, 5) )dW(AwO,t)),
Z0) _ /OT </t (tg(ws+¢) _ _Gwo, )) ds) AW (A (90, 1)) ,

79~ [ ' (/ " (gws + ) — g(8)) ds) W (A 00, ).

Nous avons les relations suivantes

et

Cy; (Vo) = By, (2029 .
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On obtient :
Cri(00) = /OT (/tTG(ﬁg,s) ds>2 S (do.t) dt,
Con (9y) = /OT (/tT[sgwsw) “low, s)]ds)2 S (Yo, 1) dt
Cra (99) = OT :/tTG(ﬁo,s) ds /tT[rg(wr—l—w)—u—le(l?o,r)]dr} x
xS (i, 1) d

cutn) = [ [[ connas [ rv-swyar s a
Cas () = /T/tT lsg(ws—i—iﬁ)—u—le(l%,s)} ds x

0

/ glwr+ ) — g(¥) dr S (Do,) dt

Cut) = [ ([ sws+wr=pras) s @
En effet, si on note 7 (t) = Xy (£) = A (J,¢)
o\ = /OT (X1 (t) — A (90, 1)] G (U, t) dt
_ /O ! /0 ! Xioescey [AX1 (8) — S (60, ) ds] G (o,t) dt

[ [ ewmnauxo s [ [ connaine,

Pour gb(12) on a

) _ //[ ws+z/;——G(195)1 dt dr (s).

Pour ¢§3) on a

~ [ [ s+ - g wan o),

Ainsi I'égalité (7) découle des propriétés de 'intégrale stochastique par rapport
au processus de Poisson centré [18].
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D’autre part en utilisant
Ey, [X1(t) = A (Do, 8)] [X1 (s) = A (o, s)] = A (Jo, t A s)

on obtient :

2 T T
By, (o) = / / G (Do, )G (00, 5)A(Do, t A s) dt ds
0 0

Ey, ( P)Q = /OT/OT [tg(wt—i—@b)—éG(ﬁo,t)} x

X [s gws+) — lG (0, s)] A(bo,t N s)dtds

1
Ey, gl)¢§2) / / (Yo, 1) {5 gws+1) — ;G (o, S>} X
XA ﬁo,t/\S) ds dt

g oV = // (90, )] [9(w s + ) — g()] A(Do,t A 5) ds dt

B0l = / / [tgw )= 26 ) x
g(ws + ) —g(¥)] A(?90,t As) ds dt
B, (o) = / / (1t 4-4) ~ a()] x
g(ws + ) — g()] A(Jo, t A s) dt ds
Par application du Théoréme Central Limite, nous obtenons
Y, = N (0, C (V).
Comme
Vi (0, — Vo) = B (¥o) Yn+o(l),
on en déduit que
W= V(0 — ) = N (o, B (0y) C (¥0) B (190)T) .
Ce qui est équivalent a
Vn (0 — o) = N (0, X (d)),

ou

% (90) = A7 (00) C(9o) A~ (Wo). (8)
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3 Simulations

Soit S(ﬂ,t) =ygwt+Y)+ A 0<t<1ou=1etlafonction

1
= Wocyesy + 2 Tpyosy. (9)

g(y) = ]I{y<2} + 1

La vraie valeur du paramétre & estimer est g = (70, wo, wo) =(2,3,1). Ainsi
nous avons

Yo
S(00t) =20 Tgeyczon, + 2 1

1
=2 1{0§t§é} + 9 H{%<t§§} +4 H{§§t§1} + 1.

=tz + 290 Dy o amvey + A

On simule des processus de Poisson indépendants X™ = (X,,...,X,),
(X; = (X;(t), t €[0,T])) pour j = 1,...,n de la fonction d’intensité S (o, t).

Ensuite on calcule I'estimateur empirique de la moyenne

= %ij(t) = %Z{’“? th <t} = %#{(j, k); th <t}
j=1

j=1

Comme nous savo1s, que

t
A(ﬁ,;t)zv/ glws+ ) dt+ \t,
0

alors l'estimateur de la distance minimale ¥ est défini par I’équation

/1 [f\n (t) — A(ﬂ;,t)rdt = min/1 [An (t) — A (9,1) “ .

LISS)

Notre but est de calculer cet estimateur dans le cas d’intensité (9). A cet
effet nous posons

) = [ R0 -aGw v 0] a

0

An(t
:Jl_l'/ %W@/J,)

2 A ) Rt

0
/_t. (v, w, ¥; t) dt

||Mz

1
= J1+/ AQ(’y,w,w; dt—
0
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Comme J; ne dépend pas de ¢, la fonction & minimiser est

1 9 N ti
Fhew) = [ Reiowga-23"0 [ AGe ) a
i=1 ti1

En tenant compte de (9), nous pouvons expliciter I’expression

(Y+A) ¢ siot< P
Ao s ) =4 v 224 26— 29 +at si 22 <t<2 (10)
v+ L +2y (E—E9)Nt s> L

Les grandes étapes pour la simulation sont :
— On observe des processus de Poisson indépendants d’intensité

S(Wo,t) =2g(3t+1)+1, 0<t<T.

La vraie valeur est ¥y = (Y0, wo, %o) := (2,3, 1).
Pour les calculs, nous prendrons 7' = 5 et l'intensité

1

S(ﬁo,t) = ]I{t<2} i 7

Moty + 2 Mgy + 1

On simule, en utilisant la méthode décrite dans [6], un échantillon de
taille n : X = (X1, - - -, X,,) de processus de Poisson

X; ={X;(t), 0 <t <5}, I<j< n

— On calcule Ay (t) = 2 370 {k;th <t} = L#{(j, k) /t) <t} et A(V,1).
— En reprenant les formules explicites obtenues a la section précédente, on
calcule la distance

d(Ra (), AW, )

— Puis nous utilisons la méthode classique de minimisation Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS, voir par exemple [24], p. 324) pour déterminer
le paramétre ¥ qui réalise le minimum.

0% = arg inf d(A, (), A(D,-)).

9ed
— On obtient ainsi un tableau de valeurs de 0} := (7}, w}, ) pour cer-
taines valeurs de n avec ¥y = (7o, wo, ¥o) := (2,3,1) i.e.; v 1= 2,wp :=
3,@[10 = 1.
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n 100 500 1.000 5.000 10.000 50.000
v 1 1,875048 | 2,066568 | 1,961190 | 2,019137 | 2,029559 | 1,997505
wr | 2,161846 | 3,307863 | 3,128797 | 2,958313 | 3,063955 | 2,999383
* 1 1,567856 | 0, 768785 | 0,922411 | 1,015445 | 0,954347 | 1,000109
n 100.000 | 500.000 | 1.000.000 | 5.000.000 | 10.000.000 | 50.000.000
v 11,993025 | 1,997505 | 1,997522 | 2,000817 | 2,000392 | 2,000587
wr | 2,998614 | 2,999383 | 2,999815 | 2,999798 | 3,000144 | 2,999921
Wy 10,999968 | 1,000109 | 1,001000 | 1,000032 | 1,000041 | 1,000005
— Enfin, ces valeurs montrent bien que la suite des ¥}, converge bien vers
Jo.
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