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Cet article porte sur les vibrations libres des poutres composites 

multicouches sur deux appuis simples. Les fréquences et modes 

propres des poutres composites sont déterminés en utilisant une 

approche d’homogénéisation basée sur la notion de 

caractéristiques mécaniques équivalentes en flexion. L’étude 

portera sur la considération des vibrations libres non amorties 

des poutres composites à quatre couches [0/0/0/0], [0/45/0/45], 

[0/45/-45/90] et [45/90/0/-45]. L’étude est réalisée par la 

méthode analytique et une simulation numérique en utilisant la 

méthode des éléments finis. Un très bon accord a été obtenu 

entre les résultats de la simulation numérique et ceux de la 

méthode analytique. 

 

ABSTRACT 

 

This article studies the free vibrations of simply supported 

multilayer composite beams. The frequencies and eigenmodes 

of the composite beams are determined using an 

homogenization approach based on the notion of equivalent 

mechanical properties in bending. The study will focus on the 

consideration of unamortized free vibration of composite beams 

with four layers [0/0/0/0], [0/45/0/45], [0/45/-45/ 90] and 

[45/90/0/-45]. The study is carried out by the analytical method 

and a numerical simulation using the finite element method. A 

very good agreement was obtained between the results of the 

numerical simulation and those of the analytical method. 
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1.    INTRODUCTION 

 

L’utilisation des matériaux composites dans les différentes industries : automobile, navale, 

aéronautique, ainsi que dans l’industrie du bâtiment, devient de plus en plus considérable. Cette 

tendance est principalement motivée par les propriétés spécifiques élevées de ces matériaux, 

notamment leur légèreté et leur résistance. Cependant, leur emploi nécessite une maîtrise de leur 

comportement mécanique plus particulièrement dans le domaine des vibrations. Cette maîtrise repose 

sur la connaissance de leurs caractéristiques dynamiques en termes de fréquences et modes 

propres.L’étude du comportement dynamique des structures isotropes a été réalisée par beaucoup de 

travaux en utilisant des méthodes analytiques, expérimentales et numériques [1-4]. Cependant, peu 

d'études sont consacrées aux vibrations des poutres renforcées par des matériaux composites. La 

solution exacte des vibrations libres de poutres composites stratifiées a été obtenue par 

Chandrashekhara  et al [5] en utilisant la théorie de cisaillement-déformation de premier ordre. 

VolkanKahya [6] a présenté la solution analytique approximative pour la réponse dynamique des 

poutres sandwich composite soumis à une masse en mouvement. Chaouche et al [7] ont présenté une 

étude expérimentale examinant l'effet de l’orientation des fibres ainsi que le rapport d’épaisseur sur les 

propriétés mécaniques d’une poutre composite. La théorie des poutres multicouches, a été utilisée par 

Lee et al [8] pour l'analyse vibratoire des poutres composites en utilisant la méthode des éléments 

finis.La théorie de cisaillement-déformation d’ordres supérieurs a été utilisée par Maiti et al [9]. 

Zibdeh et al [10] ont étudiés les vibrations d'une poutre composite simplement appuyée traversée sous 

chargement mobile.  Hamada et al [11] ont étudiés les fréquences propres et des propriétés 

d'amortissement des poutres composites. Lerenforcement des structures par des composites stratifies 

représente l’une des meilleures solutions grâce aux performances mécaniques élevées des matériaux 

composite. Dans la réparation ou lerenforcement des structures, particulièrement des poutres en béton 

armé, on utilise souvent les matériaux composites PRF (Polymère Renforcé de Fibres) sous forme de 

bande continue [12-15].Pour l’analyse de poutre stratifiée composite on utilise différentes théories de 

poutres composites.La théorie des poutres multicouches a été utilisée dans [8] pour l'analyse vibratoire 

des poutres composites en utilisant la méthode des éléments finis. La théorie de cisaillement-

déformation d’ordres supérieurs a été utilisée dans l’étude des vibrationsdes poutres composites [16]. 

Certains auteurs [17-20] traitent le problème des poutres composites stratifiées comme de poutres 

homogènes isotropes avec des propriétés équivalentes. Avec le développement technologique des 

techniques de mise en œuvre et la disponibilité des composites à haut module et des adhésifs de 

qualité, les matériaux composites offrent une alternative prometteuse dans la réhabilitation des 

structures métalliques [21-25].  Ce travail porte sur l’étude des vibrations transversales des poutres 

stratifiées composites symétriques. Les équations du mouvement libre non amorti sont établies et les 

fréquences propres de vibration sont déterminées en tenant compte des différentes configurations du 

composite tels que les conditions aux limites et l’orientation des fibres. La résolution de l’équation 

différentielle du mouvement est obtenue en utilisant la méthode modale et l’intégrale de Duhamel. 

L’originalité de ce travail réside dans le calcul et l’analyse des vibrations libres des poutres en 

matériaux composites avec différentes configurations dans le domaine de conception et optimisation 

des structures. 

 
2. APPROCHE ANALYTIQUE  

 

Dans cette étude, trois types de poutres une isotrope en acier et deux autre en matériau composite 

multicouchessur deux appuis simples (Figure 1) sont utilisées pour l’étude des vibrations libres des 

poutres composites. La poutre considérée est de longueur L = 0.5m, de largeur b = 0.02m et de hauteur 

2H = 0.01m. 

 
 

Figure 1. Poutre en composites multicouches 
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L’analyse vibratoire libre de la poutre composite est établie en considérant l’hypothèse Euler-

Bernoulli. 

L’équation dynamique du mouvement libre d’une poutre multicouche homogénéisée, peut être 

exprimée en fonction des propriétés physicomécaniques équivalentes en utilisant l’approche 

d’homogénéisation :  
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où Aml   

Le paramètre d’équivalence  
éqxx IE , est déterminé en supposant un collage parfait au niveau des 

différentes interfaces d’après : 
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Où cE  et fE  sont respectivement le module d'élasticité du cœur et celui des faces de la poutre. 

 

Le module d'élasticité des faces, fE  le long de l'axe de la poutre est exprimé comme suit : 
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où 11E , 22E  , 11G et 12 sont les propriétés mécaniques le long des directions des stratifiés. 

L 'angle θ représente l’orientation des fibres composites. 

A partir de l’équation (1), les pulsations propres ωi sont : 
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Les modes propres sont comme suit :    
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Trois types de poutres sont utilisés dans ce travail. Le premier est une poutre isotrope en acier et les 

deux autres modèles de poutres composites sont en verre/époxyde et carbone/époxyde. Ces deux 

modèles poutres composites sont à quatre couches composites stratifiées avec différentes orientations 

[0/0/0/0], [0/45/0/45], [0/45/-45/90] et [45/90/0/-45]. Les propriétés mécaniques de l’acier sont 

données dans le tableau 1. 
Tableau 1. Propriétés mécaniques de l’acier 

 

 

 

 

 

ρ, E et ν sont respectivement la masse volumique, le module d’élasticité et le coefficient de poisson de 

l’acier. Les propriétés mécaniques des deux matériaux composites carbone/époxyde et Verre/Epoxyde 

sont données dans le tableau 2. 
 

Tableau 2. Propriétés mécaniques des matériaux composites 

 

Matériau 
ρ 

(kg/m
3
) 

Ex 

(GPa) 

Ey=Ez 

(GPa) 

Gxz 

(GPa) 
Gxy=Gyz(GPa) υxy υyz= υxz 

carbone/époxyde 1580 147 9 0.3 5 0.3 0.4 

Verre/Epoxyde 2100 17 17 5 5 0.2 0.4 

 

Matériau ρ (kg/m
3
) E (GPa) ν 

Acier 7800 206 0.3 
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Avec  ρ, Ex, Ey = Ez, Gxz, Gxy= Gyz, υxy et υyz=υxz representant respectivement, la masse volumique, les 

modules d’Young, les modules de cisailement et les coefficient de poisson. 

1. ANALYSE NUMERIQUE PAR ELEMENTS FINIS 

 

Le modèle global d’analyse vibratoire par la méthode des éléments finis de la structure a été 

présenté par la Figure 2.Dans le cas de l'analyse par éléments finis, plus le maillage était dense, plus le 

résultat de calcul était précis. En raison de la complexité et d’anisotropie des matériaux composites, 

plus les éléments étaient denses, ce qui a entraîné le résultat de la non-convergence. Par conséquent, la 

densité des mailles doit être divisée de manière appropriée. Une petite taille de maillage augmenterait 

le nombre d'éléments, un long temps de calcul et une difficulté possible de convergence. Des éléments 

solides 3D sont adoptés dans cet article pour la modélisation des poutres composites.   

 

 

 
 

 

Figure 2. Modèle global d’analyse vibratoire par la méthode des éléments finis  

 

Les étapes de la modélisation par la méthode des éléments finis spnt présentées sur la figure 3. L’outil 

de calcul Abaqus CAE est divisé en unités fonctionnelles appelées modules. Chaque module contient 

un ensemble d’outils propres à chaque tâche de modélisation. 

1. Le module Partpermet de créer tous les objets géométriques nécessaires à notre 

problème. 

2. Le module Property permet, comme son nom l’indique, de définir toutes les propriétés 

d’un objet géométrique ou d’une partie de ces objets.  

3. Le module Assemblypermet d’assembler les différents objets géométriques créés dans un 

même repère de coordonnées globales. Le module Step permet de définir toutes les étapes 

et les requêtes pour le post traitement, c’est à dire le moment (temps) à partir duquel une 

force est appliquée et jusqu’à quand, il est aussi possible de créer des forces ou des 

conditions limites qui s’activent à des moments donnés.  

4. Le module Mesh contient tous les outils nécessaires pour générer un maillage élément 

fini sur un assemblage.  

5. Le module Job est utilisé pour analyser ce modèle. Abaqus va alors réaliser tous les 

calculs nécessaires et en tirer des résultats.  

Calcul des fréquences par éléments finis 

 

Introduction des conditions limites sur le modèle 

 

 

Fin  

 

Assemblage  

Visualiser les résultats 

 

Introduction des données 

mécaniques et géométriques 

Discritisation de la structure en éléments finis 

 

Comparaison des résultats obtenus par 

élélments finis et ceux analytiques 

 



Rev. Sci. Technol., Synthèse Vol 25, numéro 1: 170-178 (2019)  A Kallouche & al 

©UBMA - 2019 
174 

6. Le module Visualisation permet de visualiser le modèle et les résultats ainsi que  les 

courbes de charges et les déformations. 

 

 
 

Figure 3. Simulation numérique par éléments finis Abaqus 

 

La simulation numérique est effectuée pour une poutre en composite dans uneconfiguration appui 

simple/simple. 

 

 
2. RESULTATS ET ANALYSE 

 

Les résulats obtenus de la méthode analytique sont comparés avec ceux obtenus par l’approche 

numérique. Pour notre cas, les quatre premières modes propres des poutres sont considéres.Les résultats 

analytiques et numériques pour les quatre premiers modes en flexion sont donnés dans le tableau 3. Nous 

constatons une différence entre les résultats analytiques et ceux obtenus par éléments finis.La différence 

devient de plus en plus importante lorsque la fréquence augmente. Ceci est associé à la variation des 

propriétés mécaniques en fonction de la fréquence.  

 
Tableau 3. Comparaison entre les résultats analytiques et numériques 

 

Fréquences propres  (Hz)  Analytique Numérique (Abaqus) Erreur 

f1 93.3 80.756 0.1345 

f2 373.2 321.43 0.13 87 

f3 839.7 715.95 0.1473 

f4 1492.8 1200.40 0.1958 

 

Les résultats obtenus de la solution analytique sont comparés avec ceux obtenus par éléments finis 

(Abaqus). Les quatre premiers modes de la poutre en acier sont donnés sur la figure 4.On peut 

remarquer sur la figure 4 que la poutre en acier montre principalement des modes de flexion. Du 

premier mode au quatrième mode, on a pu constater que la position de forte valeur d’amplitude de la 

poutre en acier s’étendait du centre aux deux extrémités.  
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(a) Mode 1   (b) Mode 2 

 

 

 

 
                        

                                                      (c) Mode 3    (d) Mode 4 

 

Figure 4. Modes propres de la poutre en acier 

Les résultats des fréquences propres des trois poutres : poutre en acier, en composite carbone/époxyde et 

en composite verre/époxyde déterminés par la méthode des éléments finis sont donnés dans le tableau 4. 

 
Tableau 4. Comparaison entre l’acier et les composites 

 

Fréquence 

Propre(Hz) 
Acier Carbone/Epoxyde[0/45/-45/90] Verre/Epoxyde[0/45/-45/90] 

f1 80.756 93.043 42.936 

f2 321.43 369.97 170.89 

f3 715.95 818.00 380.57 

f4 1200.4 1237.20 655.70 

 

Il est à  remarquer que les fréquences propresles plus élevées sont celles du composite carbone/époxyde 

suivi par celle de l’acier, puis par celle du composite verre/époxyde. Il est à  constater  aussi que cette 

dernière a des fréquences très basses (approximativement la moitié) par rapport à celles des deux 

autres.De ces résultats on peut tirer bien évidamentque les fréquences fropres dépendent des propriétés 

mécaniques de la poutre. Les quatre premiers modes propres de la poutre composite carbone/époxyde sont 

donnés par la figure 5.  
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(a) Mode 1   (b) Mode 2  

 

 

 
 

(c) Mode 3    (d) Mode 4 

 

Figure 5. Modes propres de la poutre en composite carbone/époxyde 

Les quatre premiers modes propres de la poutre en compositeverre/époxyde sont donnés par la figure 6.  

 

 

 

 
     
 
                                                      (a) Mode 1       (b) Mode 2 
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(c)  Mode 3     (d) Mode 4 

 

Figure 6. Modes propres de la poutre en composite Verre/Epoxyde 

Il faut signaler que les basses fréquences engendrent des grandes amplitudes lorsqu’elles sont proches aux 

fréquences de la résonance. Le tableau 5 présente les résultats des poutresà quatre couches composites 

stratifiées avec différentesorientations. Quatre différents types d’empilement des couches composites sont 

considérés : [0/45/-45/90], [45/90/0/-45], [0/45/ 0/45] et [0/0/0/0]. Tout d’abord il est à constater que les 

fréquences sont presque les mêmes pour les deux premiers types d’empilement [0/45/-45/90] et [45/90/0/-

45]. Ainsi, la séquence d’empilement n’a presque aucun effet sur les fréquences propres. La plus grande 

frequence est obtenue pour le cas d’empilement [0/0/0/0] et la plus faible pour l’orientation [45/90/0/-45]. 

 
Tableau 5. Matériau composite carbone/époxyde à différentes orientations. 

 

Fréquence 

Propre(Hz) 
[0/45/-45/90] [45/90/0/-45] [0/45/ 0/45] [0/0/0/0] 

f1 42.936 42.936 42.931 44.987 

f2 170.89 170.89 170.87 179.00 

f3 380.57 380.57 380.53 398.89 

f4 655.70 655.72 655.64 684.80 

 

3. CONCLUSION 

 

L'analyse des vibrations libres des poutres composites multicouchesa été réalisée par la méthode 

analytique et la simulation numérique à l’aide du logiciel d’éléments finis (MEF) Abaqus. Le 

comportement en vibration des poutres en flexion a été étudié dans le cas d’une poutre sur deux appuis 

simples. Les résultats obtenus de la solution analytique sont comparés avec ceux obtenus par éléments 

finis (Abaqus). Les fréquences propres les plus élevées sont obtenues pour le composite 

carbone/époxyde. Les fréquences propres dépendent des propriétés mécaniques de la poutre. La 

configuration avec une orientation [0/0/0/0] permet d’obtenir les plus gandes valeurs de fréquences 

propres. Les résultats obtenus ont mis en évidence la variation des propriétés mécaniques en fonction 

de la fréquence. Les résultats obtenus montrent aussi que le type d’empilement a un effet sur les 

fréquences et sur les modes propres. 
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