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Resume 
Le travail de cet article consiste a etudier !'existence et l'unicite de la solution des equations de Navier-Stokes 
stochastiques et non homogenes selon une methode directe due a Faedo-Galerkin [1]. Cette methode consiste a 
approcher les solutions de ces equations dans un espace de dimension finie. Dans ce present travail, nous 
considerons un probleme d'un fluide ou la concentration change avec la variable temporelle ou bien le melange 
de deux fluides de differentes concentrations. Dans notre etude, nous presentons des resultats analytiques et 
numeriques pour le cas ou la force exterieure est soumise a une perturbation aleatoire. 

Mots cles : Mecanique des jluides - Equations Stochastiques - Methode de Faedo - Galerkin. 

Abstract 
The work of this paper consists in studying the existence and the uniqueness of the solution of the non
homogenous stochastic equation of Navier-Stokes, according to a direct method, namely the Faedo-Galerkin 
Method [1]. This method is based on seeking approximated solutions in a finite dimensional space. In this present 
work we consider a problem for a fluid with time-dependant concentrations or a mixture of two fluids with 
different concentrations. In our study, we present analytical and numerical results for the case where the external 
force is subjected to a random perturbation. 
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1. INTRODUCTION 

Les equations aux derivees partielles ont ete 
introduites pour modeliser !'evolution de 
nombreux phenomenes physiques tels que le 
comportement des fluides. n n'est neanmoins 
pas toujours possible d'avoir une approche 
deterministe de tous les facteurs influents sur le 
phenomene physique considere. On est done 
amene a bruiter les equations qui deviennent de 
fait des equations aux derivees partielles 
stochastiques (EDPS). 
Un exemple de phenomene physique 
gr-andement etudie est le comportement des 
fluides incompressibles. Leur evolution est 
decrite par les equations de Navier Stokes (Voir 
Temam [2]), dans le cas bruite, on obtient ainsi 
les equations de Navier Stokes Stochastiques 
(NSS). Du fait de la difference profonde des 
proprietes connues des equations de NSS 
bidimensionnelles et tridimensionnelles, nous 
les traitons comme des systemes d' equations 
fondamentalement differentes, vu qu'elles 
representent des EDPS fortement dissipatives. 
Les equations de Navier-Stokes stochastiques 
non homogenes, modelisent le mouvement d'un 
fluide visqueux, incompressible non homogene, 
soumis a une perturbation aleatoire decrite par 
un mouvement Brownien standard. Ce 
phenomene apparait, a la rencontre de fluides 
de differentes concentrations ou bien quand la 
concentration change en fonction du temps. Ces 
equations ont ete etudiees, entre autres, par 
Bensoussan et Temam [3], Yashima [4]. Viot [5 
- 6] a etudie le probleme des martingales 
correspondant aux equations stochastiques de 
type Navier Stokes. Cet auteur a demontre le 
theoreme d'existence d'une solution avec une 
formulation qui lui a permis d'affaiblir la 
condition sur la regularite spatiale de la 
perturbation donnee. A travers cette approche 
Viot [6] a demontre !'existence d'une solution, 
par contre l'unicite n'a pas ete prouvee. Afin de 
remedier ace probleme d'unicite de la solution, 
nous procedons par une autre approche, en nous 
basant sur la methode de Faedo-Galerkin [1]. 
Des solutions approchees pour certaines 
equations de Navier-Stokes stochastiques non 
homogenes [7] sont construites quand la force 
exterieure est soumise a une perturbation 
aleatoire. 

Le mouvement d'un fluide visqueux 
incompressible est regi par les equations de 
Navier-Stokes [8 - 10] : 

p01u+p(u·V)u-vAu+Vp=pf (1) 

V·u=O (2) 
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Tel que (u · V) = "'.=3 
u.8 

.L..1=! ' x, 
(2) 

Vu= L::: ax,ui 

On designe par : u = u(t; x), p = p(t ; x), f = 

f(t; x) la vitesse, la pression hydrodynamique et 
la force exterieure respectivement au point (t; 
x), et par p et v la densite du fluide et le 
coefficient de viscosite respectivement. La 
plupart des etudes faites anterieurement portent 
sur le cas ou p et v sont deux constantes 
positives et le fluide est homogene, c'est-a-dire 
toutes ces parties ont les memes proprietes 
materielles. Dans ce travail, on s'interesse au 
mouvement d'un fluide visqueux 
incompressible non homogene. Par exemples, 
melange de deux matieres fluides OU d'une 
solution dont la concentration varie d'une partie 
a une autre de l'ensemble de la solution. Dans 
ce cas les parametres p et v sont pris en 
fonctions du temps t et de l'espace x. La 
viscosite (v) a partout la meme valeur pour 
qu'il n'y ait pas de diffusion de concentration. 
Sous ces hypotheses p n'est plus une constante 
c'est-a-dire p = p(t; x) et doit satisfaire 
l'equation : 

(3) 

L'equation (3) represente la loi de 
conservation de la matiere sous l'hypothese de 
l'absence de diffusion de la densite. 
Soit 0 un ouvert borne de !RP, on definit les 
espaces: 

V 00 = {u E ( C;' ( 0))3 /'V ·u = Odanso} 

V 0 = adherence de V 00 dans ( L 2 
( 0) )

3 

V' = adherence de V 00 dans ( H 1 
( 0) )3 

Un fluide est compose en general de molecules 
sans lien rigide entre elles. Inevitablement, i1 est 
soumis a des fluctuations. I1 est done evident 
que le probleme des equations du mouvement 
du fluide doit tenir compte de la variation due a 
ces fluctuations, dont leur description, de part 
leur propre nature, ne peut etre qu'aleatoire. Les 
equations envisagent la contribution des 
fluctuations sous forme d'une perturbation 
stochastique. Dans notre etude, le fluide est 
incompressible et il convient de considerer le 
champ de vitesse u comme fonction de t a 
valeurs dans l'espace V0

, introduisons la 
projection orthogonale Pr: 
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Pr =projection orthogonale de ( L2 
( O) )' sur V' 

Ona: VpeH1(0) PrVp=O 

Si on applique l'operateur Pr a l'equation (1) 
elle se reduit a : 

Prp;,u + Prp(uV)u-Pr~u Prpf (4) 

Cette equation jointe a la condition (S) peut se 
substituer au systeme d'equations ((1 )-(2)). 

u~0e~ ~ 
Si la force exterieure est soumise a une 
perturbation stochastique, alors on considere 
l'equation stochastique suivante: 

Prpdu.+ (Prp(uV)u-Prv.Au)dt=Prpfdt 

+PrpdG 

Dans notte 6tude, cette demiere 6quation est 
limitee au cas ou G est un processus a valeurs 
clans v 0, tel que la difference 
G ( t + ~ )-G( t) est la variation du champ de 

vitesse u par rapport a la solution des equations 

((1)-(3)) pendant la periode [t,t+ N]. Quand 

le fluide est non homogene, le systeme 
d'equations ((1)-(3)) est complete par (6) qui est 
exactement (3). 

o,p+u·Vp=O (6) 

((1)-(3)) avec la condition (S) est appele le 
system.e des equations de Navier Stokes 
stochastiques non homogenes. Quand le fl.uide 
est homogene p est une constante positive et 
l'equation ( 6) est superflue. Pour completer ce 
syst.eme on ajoute les conditions initiates: 

u,~o =Uo 

P~=Po 

mais aussi des conditions aux limites, qui 
consistent a !'adherence du tluide a la ftontiere. 
2. EQUATIONS APPROCHEES 

Cette section est consacree a la formulation 
approcbee des equations dont les solutions 
constituent ]'approximation de ((1)-(3)) par la 
methode de Faedo-Oalerkin. 
Soit l'operateur - Pr A , qui est auto-adjoint, 
defini positif et que ses valeurs propres 
normalises e

1 
forment une base orthononnale 

dans l'espace V', qui est un Hilbertien. Les 

@UBMA-2013 

17 

ML.Hadji 

valeurs propres .A.J correspondantes a ej' 

verifient la relation .A.1 ~ A.1+1• 

Pour se R+, on considere l'espace 

vs ={u = i aili,• ai e R, f 1jaJ < oo} 
J•1 J•1 

Muni de la norme 
I 

llullv· =(~A;a~ J 
Soit v. le sous-espace de Vo engendre par 

{e.,e2 , •••• ,e.}, tel que: 

v ... cV1 c(H•(o))3 
avec l' analogue Pr_ clans ( 4) : 

Pr.= projection orthogonale de (L2(0))3 sur v ... 
on considere les equations 

(pdule1 )=-(p(u· V)ule1 )dt-(vu1Ve1 )dt 
+(PF' lei )dt(pdG111 lei) j = 1,2, ..... ,m 

8,p+u·Vp=O dans [O,T]xO 
u(m,t)e V,,. Vt e[O,T] 

u(O)=u: 

p(O)=p;' 

ou u:,P: eC1(0) 
u;' -< ~P :5. p;' ( x) :5. ~"-< oo 

VxeO f"' eL2 (0,T,(L2 (0))3) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

G"' est un processus stochastique continu a 
valeurs dans v. et est defini sur un espace de 

probabilite(n,F,P). La solution du systeme 

d' equations ((7)-(11)) sera obtenue en resolvant 
les equations pour chaque me !l fix.6. Pour 
cela, on considere les 6quations d6terministes 
suivantes: 

(pdule1 )=-(p(u·V)ule1 )<1t-(vulVe1 }dt (l
2
) 

+(pt•le1 }dt(pdG111 le1} j =~2, ..... ,m 

otp+u·Vp=O clans (0,T]xO (13) 

u(t)eV"' Vte[O,T) (14) 

u(O) =u: (15) 

p(O)=p: (16) 
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OU sont definis comme 

precedemment, tandis Gm est une fonction 
continue et definie sur [o,r]a valeurs dans vm. 
Si on pose 

yj(t)=(u(t)lej),l(u(t)lej), 

r(t)=(Gm(t)lej) 

ona 
m 

u(t,x) = LYj (t)ej (x) 
j=O 

m 

Gm (t,x) = LrAt)ej (x) 
j=O 

de meme on pose 

ajk (t) = J p(t,x)ek (x)·ej (x)dx 
0 

bjkl (t) = f p(t,x)(ek (x)·V)e1 (x)·ej (x)dx 
0 

cj(t)= f p(t,x)fm(t,x)·ej(x)dx 
0 

pour trouver 
m m 

Lajk (t)ayk (t) = L bjkl (t)Yt (t)yi (t )at 
k=l k,l=l 

m 

-ljyj (t)dt+cj (t)+ Lajk (t)drk (t) 
k=l 

j = 1,2 ... ,m (17) 

enmultipliant (17) par (a-1)(t) 
on obtient: 

dy1 (t) = -(2; P1u (t)y, (t )y, (t) )a1-

(t,r1, (t)y, (t) )a1+ip1 (t)dt +ar 1 (t) 

j = 1,2, ... ,m (18) 
La condition (10) devient 

yj(O)=yJ (19) 

Pour resoudre le systeme ((12)-(16)). On a 
besoin de resoudre le probleme suivant : 
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Probleme ( Nt 
Trouver un processus stochastique y a valeurs 
dans vm tel que y satisfait les equations ((18)

(19)). Si on pose : 
m 

u (t,x) = LYjej ( x), avec p(t,x) donnee 
j=l 

par !'equation (8) et la condition initiale (11). 
Pour pouvoir resoudre ce probleme, on procede 
par une linearisation comme suit : 

Probleme linearise ( L )m 

Etant donnee une fonction continue y definie 

sur [o,r] a valeurs dans vm qui satisfait les 

equations suivantes 

dy1 (1) = -(~, P1" (t )Y, (t )y, (t) )a1 

-(t,r,. (1 )y, (1) }lt+ q,1 (1 )a1 +ar1 (1) 

j =1,2 ... ,m yj (0) = yJ 
on a le resultat suivant : 

Theoreme 1 

Le probleme ((18)-(19)) admet une solution 
unique (u,p) E C(O,T,Vm)xC1 ([o,r],o). 

Preuve 

Pour demontrer ce theoreme, on definit 

l'operateury de C(O,T,Vm) dans C(O,T,Vm) 

par z = y~ avec z(x) est la solution du 

probleme ( L )met y(x) = z(x) + y(x). On 

demontre que y est compacte pour pouvoir 
utiliser le theoreme du point fixe et resoudre 
(N)m· 
Pour plus de details voir [11]. 

Theoreme 2 

Il existe une paire de variables aleatoires ( u, p) 
(par rapport au meme espace de probabilite), a 
valeurs dans C(O,T,Vm)et c 1 ([0,r]xo) 
respectivement, et une seule qui satisfait le 
systeme d'equations ((7)-(11)). 



Rev. Sci. Technol., Synthese 27: H-21 (2013) 

D&lonstrado• 

D'apres le theoreme 1, pour presque toutm, le 
probleme ((12)-(16)) avec G"' = G"' (to) 
admet une et me seule solution : 

(u,p) = (u( m),p( m)) e C(O,T,V.,)xC1 ([0,T]xo) 
11 suffit de demontrer que l'application 

G" eC(O,T,Vai)--+(u,p) definie par la 

solution unique obtenue dans le theoreme 1 est 
m.esurable. 

Soient G"' et (J" deux elements de 

C(O,T,V111 ) et (u,p),(u,p) les solutions des 

equations ((12)-(16)) COITespondant a 
-,,. 

G,,. et G respectivement. 

soit :yAt) =(u(t,.)le1 ), on considere la 

difference : 

Y(t)= y(t)-y(t)=z(t)-i(t)+(r(t)-f(t)) 
-

OU. yet y sont les solutions du probleme (N)., 
avec 

r(t) =( G"'(t)le1 ) et r(t)= (G" (t)le1 ) 

En utilisant la meme demarche que la 
demonstration de l'unicite du Thooreme 1, voir 
[11] et [12], on ecrit: 

! IY ( t )12 Sc llu( t )llL2(o) IY ( t )I+ c 'IY ( t )j2 

+c"lr(t)-r(t)I 
d 
dt llu(t)l~2(0) s Ci IY(t)lllu(t >llL2(0) 
OU u(t)= p(t)-p(t). De plus on ala 

Convergence (I' - r) ---+ 0 dans C(O, T; vm) 
Ce ci implique que Y---+ 0 dans C(O, T; vm) 
c'est-a-dire (u -ii) ---+ 0 clans C(O, T; vm) 
De ce resultat de convergence, on a 
(p-p)--+O dans c 1 ([0,T];o).cequi 

demontre que r application Gm --+ ( u, p) est 

continue et done m.esurable dans la topologie, 
C( 0, T, V

111
) ce qui demontre le theoreme 2. 

3. RESULTATS NUMERIQUES 

3.1 Mise OD O!Uvre 
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On considere le probleme de Navier-Stokes 
suivant: 
p0,u+ p(u·V)u-vAu+Vp=O dans )0,T[ x.Q 

V ·u = 0 dans ]O,T( xn 
u =0 sur )O,T( xon 
u(t=0)=u0 

La formulation variationnelle de ce probleme 
nous conduit a 6cr.iJe 

pf°" vdx=vJVu·Vvd¥--v J Vu·vdu 
not n «l 

-pJ(u·Vu)vd¥+ Jvp·vdx 
n n 

On considere un schema numerique d' elements 
finis en espace et differences finies implicites 
en temps comme suit : 
u11+1_u11 
---+ Vp"'+1 -vAu"'+1 =0 dam ]O,T( x'1 

At 

V · u11+• = 0 dam ]O,T( x'1 

u"'+1 = 0 sur ]0, T( x 8n 
0 

U =U0 

ou U11 est calcule en fonction de u" a un pas 
de temps At. On approxime par les elements 
P2/Pl pour la vitesse et la pression, 
respectivemenl 
Les resultats numeriques sont resumes clans les 
figures ci-dessous pour clifferentes valems de p. 

3.l R&ultats 

Figure 1. Vitesse Ul, U2 pourt = 0,4 
Nombre d'iterations n = 40 
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Figure 2. Vitesse Ul, U2 pour t = 0,6 
Nombre d'it&ations n = 60 

Figure 3. Vitesse Ul, U2 pour t = 0.08 
Nombre d'it&ations n = 80 

Figure 4. Pression pour t = 0,1 
Nombre d'iterations n = 10 

' \ 
I 

Figure S. Pressionpourt= 0,9 
Nombre d'iterations n = 90 
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On remarque d'apres les resultats grapbiques 
(Fig. 1-5) que le schema num&ique choisi 
s'adapte bien avec les donnees du probleme, 
c'est a dire aucun phenomme d'instabilite 
num&ique n'est apparu m&ne dans le calcul 
pour un nombre d'iteration assez grand. Le pas 
de temps choisi pour ces calculs est 0.01 car 
aucune restriction sur les conditions de stabilite 
n'est imposee w que le schema en differences 
fillies pour l'appro:ximation temporelle utilisee 
est implicite. La valeur de la densite p est 
choisie 0 < p <1. Ces resultats sont obtenus par 
le logiciel FreeFEM++, du a Hecht et 
Pirronneau [12] 

4. CONCLUSION 

Tout le long du present travail, notre objecti.f a 
ete l'etude de }'existence et de l'unicite de la 
solution des equations Navier-Stokes 
stochastiques non homogenes, decrivant le 
mouvement d'un fluide visqueux 
incompressible, quand la force exterieure est 
soumise a une perturbation aleatoire, le fluide 
subit, alors me fluctuation d'aspect probabiliste, 
ce qui augmente les difficultes de resolution de 
ce type d'equations (1)-(3), deja assez 
complique. Nous avons traite, les equations 
Navier-Stokes stochastiques non homogenes, 
selon l'approche qui consiste a trouver des 
solutions approchees au probleme, en utilisant 
la met.bode Faedo-Galerkin, et le tb.6orCm.e du 
point fixe de Schauder [4]. 

Les equations de Navier Stokes stochastiques 
ont ete dans Ia fonne indiquee dans notre 
travail, etudiees par Bensoussan et Temam [3] 
qui, considerant une classe d'equations un peu 
plus large, dite equations stochastiques du type 
Navier Stokes, ont demontre !'existence d'une 
solution faible. Dans nos travaux, on a suppose 
une regularite majeure (par rapport aux 
coordonnees spatiales) de la perturbation G, de 
sorte que la resolution de }'equation 
stochastique se reduit, pour chaque element m 
de l'espace de probabilite .a, a celle d'une 
equation deterministe. L'unicite de la solution a 
ete prouvee (tb.eoreme 2), de plus, les resultats 
numeriques montrent que notre approche est 
validee (Fig. 1-S). 
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